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2021 年全国甲卷理科第 20 题是一道结构优美、结论简洁的试题，考查内容是过一点作圆锥曲线的两条

切线．这类问题涉及双切线、双切点、双斜率，在设点、设直线方程以及求解过程中，处理方法技巧性强，

对考生运算能力和方程思想灵活运用要求高，是圆锥曲线的一个难点和热点问题，类似考题经常出现在数

学联赛、高考和各省市模拟考的试卷中． 

下面笔者以这道高考题为例，进行详细解答和分析，并给出相关的高考试题，供大家参考． 

一、题目再现 

题目（2021 年全国甲卷理科第 20 题）抛物线C的顶点为坐标原

点O，焦点在 x轴上，直线 l： 1x = 交C于 P，Q两点，且OP OQ⊥ ．已

知点 ( )2,0M ，且 M⊙ 与 l相切． 

(1) 求C， M⊙ 的方程； 

(2) 设
1A，

2A ，
3A 是C上的三个点，直线

1 2A A ，
1 3A A 均与 M⊙ 相

切．判断直线
2 3A A 与 M⊙ 的位置关系，并说明理由． 

二、解法探析与反思 

(1) 设抛物线方程

2 2y px= ( 0)p > ． 

由直线  1x = 交C于 P，Q两点，得 (1, 2 )P p ， (1, 2 )Q p− ， (1, 2 )OP p=
����

， (1, 2 )OQ p= −
����

． 

因为OP OQ⊥ ，所以1 2 0p− = ， 2 1p = ，即C的方程为

2y x= ． 

因为 M⊙ 与 l相切，所以 M⊙ 的半径为 1， M⊙ 的方程为

2 2( 2) 1x y− + = ． 

(2) 解法一：常规解法——利用韦达定理转化． 

设
1 1 1( ),A x y ，

2 2 2( ),A x y ，
33 3( ),A x y ，且

2

1 1y x= ，

2

2 2y x= ，

2

3 3y x= ． 

当
1A，

2A ，
3A 中有两个点的横坐标为 1 或 3 时，直线

2 3A A 均与 M⊙ 相切． 

当
1A，

2A ，
3A 任意两点的横坐标都不同时，设过

1A的切线方程为
1 1( )x x m y y− = − ． 

因为直线与 M⊙ 相切，所以
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2

(2 )
1

1

my x

m

+ −
=

+
，两边平方并将

2

1 1y x= 代入整理得： 

2 2

1 1 1 1 1( 1) 2 2 ( 4 3) 0( )x m y x m x x− + − + − + = ． 

设直线
1 2A A ，

1 3A A 分别对应
1m ，

2m ，则
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联立直线
1 2A A ：

1 1 1( )x x m y y− = − 与抛物线

2y x= ，消 x得： 
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2

1 1 1 1( ) 0y m y m y x− + − = ， 

则
1 2 1y my+ = ，即

2 11y ym= −  ②．同理：
3 12y ym= −  ③． 

2 3A A 点斜式方程为

2
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x
=
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−
，将

2

2 2y x= ，

2

3 3y x= 代入化简得 

2 3 2 3( ) 0x y y y y y− + + = ． 

点 (2,0)M 到直线
2 3A A 的距离
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所以直线
2 3A A 也与 M⊙ 相切． 

解题反思：解决问题的关键是如何将
2 3A A 的方程与另外两条直线与圆相切的条件结合． 

解法一的思路是将
1A的坐标作为主元表示其余的量：首先知道直线

1 2A A 和
1 3A A 有交点

1A，根据圆心到

切线的距离等于半径，得到一个关于m的一元二次方程，进而通过韦达定理得到
1m ，

2m 与
1x ，

1y 的关系式． 

接着将切线与抛物线联立，得到
2A 、

3A 纵坐标的表达式，在建立
2 3A A 的方程后，利用韦达定理和

2A 、

3A 纵坐标的表达式整理得出圆心到直线的距离等于半径的结论．这个解法容易想到，但运算量大． 

解法二：优化解法——利用同构简化计算 

设
1 1 1( ),A x y ，

2 2 2( ),A x y ，
33 3( ),A x y ，且

2

1 1y x= ，

2

2 2y x= ，

2

3 3y x= ． 

当
1A，

2A ，
3A 中有两个点的横坐标为 1 或 3 时，直线

2 3A A 均与 M⊙ 相切． 

当
1A，

2A ，
3A 任意两点的横坐标都不同时，

1 2A A 点斜式方程为

2 1
1 1

2 1
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，将

2

1 1y x= ，

2

2 2y x= 代入化简得 

1 2 1 2( ) 0x y y y y y− + + = ． 

因为
1 2A A 与 M⊙ 相切，所以

( )
1 2
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，整理得 

1 2 1 2 1( 1) 2 3 0x x y y x− + + − = ． 

同理可得
1 3 1 3 1( 1) 2 3 0x x y y x− + + − = ． 

因为
2 2( , )x y 和

3 3( , )x y 均为方程
1 1 1( 1) 2 3 0x y yx x− + + − = 的解，所以直线

2 3A A 的方程为 

1 1 1( 1) 2 3 0x x y y x− + + − = ． 

设圆心M 到直线
2 3A A 的距离为 d，则有 
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此时，直线
2 3A A 与 M⊙ 也相切． 

综上，直线
2 3A A 与 M⊙ 相切． 

解题反思：解法二也是将
1A的坐标作为主元表示其余的量．首先利用点

1A，
2A 在抛物线上，确定直线

1 2A A 的方程，再由
1 2A A 与圆相切得出点

2A 的横坐标与纵坐标的二元一次方程，同理得到关于
3A 的横、纵坐

标的二元一次方程，发现关于
2 2( , )x y 的方程与关于

3 3( , )x y 的方程结构特征相同，最终得到直线
2 3A A 的方

程．该法的简捷之处在于圆心M 到
2 3A A 的距离直接用

1A的横、纵坐标表示，无需借助第三个量转化． 

解法二显示了数学的对称美，利用同构式简化了计算，对考生的代数运算能力要求高，体现了思维量的

提升带来计算量的降低． 

三、链接高考 

为突显这类考题的有迹可循，提高复习效率，下面给出部分相关高考试题，以供参考． 

1．(2021 年八省市高考适应性考试第 7 题)  已知抛物线

2 2y px= 上三点
(2,2)A

， B，C，直线 AB，

AC是圆

2 2( 2) 1x y− + = 的两条切线，则直线 BC的方程为（    ） 

A．
2 1 0x y+ + =  B．3 6 4 0x y+ + =  

C． 2 6 3 0x y+ + =  D．
3 2 0x y+ + =  

2．(2011 年浙江卷理第 21 题) 已知抛物线
1C ：

2x y= ，圆
2C ：

2 2( 4) 1x y+ − = 的圆心为点M ． 

(1) 求点M 到抛物线
1C 的准线的距离； 

(2) 已知点 P是抛物线
1C 上一点（异于原点），过点 P作圆

2C 的两条

切线，交抛物线
1C 于 A， B两点．若过M ， P两点的直线垂直于 AB，求

直线的方程． 

四、结束语 

高考试题是命题专家的用心之作，是考查基础知识、基本技能和基本思想方法的载体，具有典型性、示

范性和权威性．高考题除具有测试和选拔功能外，还具有指导备考的教学功能．容易看出，今年考题的第二

问与上述展示的高考题是同类题，这说明命题专家很重视命题的传承和借鉴．因此，充分挖掘高考试题的价

值，既能引领我们的课堂教学，又可以提高复习的效率． 
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