深度分析 巧妙转化  
——对2022年全国卷两道高考题的再探究
摘要:极点与极线问题是历年高考的重点考查背景知识之一，本文就极点与极线构成的自极三角形与调和线束的斜率问题进行了深入探究，并结合2022年全国卷的两道高考真题再探究与再分析，从而使抛物线以及椭圆的问题较简捷地证出，也为高三备考的莘莘学子们提供一些有益的解题建议。
关键词:     极点与极线     转化
1、 [bookmark: _GoBack]【知识准备】
1. 极点与极线




已知椭圆（a＞b＞0），则称点和直线为椭圆的一对极点和极线.极点和极线是成对出现的.
从定义我们共同思考和讨论几个问题并写下你的思考:

（1）若点在椭圆上，则其对应的极线是什么?
（2）椭圆的两个焦点对应的极线分别是什么?

（3）过椭圆外（上、内）任意一点，如何作出相应的极线？
2.自极三角形
圆锥曲线内接四边形的相对两边延长相交于两点与内接四边形的两对角线交点构成自极三角形.












如图，若点在曲线外，过点作两条割线依次交曲线于且与交于，延长交于点,则直线即为点所对应的极线，三角形PMN为自极三角形。图1










3.调和线束的斜率倒数成等差数列
（1）调和点列与调和线束


[image: ]1.设两点C、D 内分与外分同一线段 AB 成同一比例，即 ，则称点C和D调和分割线段 AB ，或称 A 、B 、C、D 为调和点列 (特别地，若 C 为 AB 的中点时，则 D 为无穷远点) .若从直线外一点 P 引射线PA 、PC、PB 、PD ，则称该线束为调和线束，且 PA与 PB 共轭，或 PC 与 PD 共轭，且
[image: ]图3
图2

（2）调和线束的斜率倒数成等差数列

若直线PA , PB, PC, PD 为调和线束且斜率均存在，则 

证明：如图，过D 作 x 轴的垂线与 x 轴交于P' ，另外交 PA , PB, PC 于 A' , B' , C' 点.由调和线束性质可知， A' , B' , C' , D 也成调和点列，那么： ，该式两端同除 PP' .则 


则
二、【问题剖析】


（2022全国甲卷）设抛物线的焦点为F，点，过F的直线交C于M，N两点．当直线MD垂直于x轴时，．
（1）求C的方程；




（2）设直线与C的另一个交点分别为A，B，记直线的倾斜角分别为．当取得最大值时，求直线AB的方程．

解：（1）略









   （2）如图4记设直线代入得：得所以（抛物线的平均性质），因此有，所以直线过点

延长抛物线内接四边形相对两边分别交于P、Q由极点与极线知识知三角形为自极三角形，所以




点的横坐标为-2（因为以为极点的极线是，记与





轴交于E点，记与轴交于Ｇ点，由米勒定理（张角最大时，的外接圆与相切）




所以，结合直线过点得直线AB的方程：图5

[image: ]图4




（2022全国乙卷）已知椭圆的中心为坐标原点，对称轴为坐标轴，且过，两点.

（1）求的方程；










（2）设过点的直线交于两点，过且平行于轴的直线与线段交于点，点满足.证明：直线过定点. 

解析：如图5（1）.












（2）第二问的特点就是“点多线杂”，但既然有了以及椭圆的方程的方程，那么点关于椭圆的极线方程就一定可以算出，即①.那么这条极线是啥？通过完全四边形在图中找到极线几乎不可能（因为这个极线是用切线形式给出），所以，此题巧妙就在这里，题干给了，坐标，经过计算发现，方程亦是，于是，记为点关于椭圆的极线.












如图，设于交于点，则为调和点列，直线为调和线束②.若过点做的平行线分别与交于，则一定有③，因此我们可以得到，直线过定点.




事实上一个等腰三角形某内角平分线与它的外角平分线是相互垂直的，本题相当于的内角平分线是的外角平分线是

此外，由等差定理得

所以，

又因为




所以，,即三点共线，故过定点.
通过上面两道2022年高考题的分析不难发现问题的本源是极点与极线，其中涉及米勒定理及斜率的等差定理等，运用好这几种知识就使得问题运算大大简化，值得读者进一步思考。
[参考文献]1.宋波，有关圆锥曲线切线的一组“殊途同归”的结论，[J]中学数学研究，2015，（12），27-30；
          2.天朋朋，三直线斜率等差性质的本质与推广，[J]数学通讯，2019，（11）上半月.


第2页，共3页
第2页，共4页
oleObject1.bin

oleObject48.bin

image44.wmf
QEG

V


oleObject49.bin

image45.wmf
PQ


oleObject50.bin

image46.png




image48.png




image47.wmf
(

)

2

36322,32

QEEFEGQEQ

==´Þ=Þ--

g


oleObject51.bin

oleObject52.bin

image2.wmf
1

2

2

2

2

=

+

b

y

a

x


image48.wmf
(4,0)

G


oleObject53.bin

image49.wmf
240

xy

-+=


oleObject54.bin

image50.emf
y

x

F

N

M

A

B

O

D

E

G

Q

P


image51.wmf
E


oleObject55.bin

image52.wmf
)

2

,

0

(

-

A


oleObject56.bin

image53.wmf
)

1

,

2

3

(

-

B


oleObject2.bin

oleObject57.bin

image54.wmf
E


oleObject58.bin

image55.wmf
)

2

,

1

(

-

P


oleObject59.bin

image56.wmf
E


oleObject60.bin

image57.wmf
N

M

,


oleObject61.bin

image58.wmf
M


image3.wmf
)

,

(

0

0

y

x

P


oleObject62.bin

image59.wmf
x


oleObject63.bin

image60.wmf
AB


oleObject64.bin

image61.wmf
T


oleObject65.bin

image62.wmf
H


oleObject66.bin

image63.wmf
®

®

=

TH

MT


oleObject3.bin

oleObject67.bin

image64.wmf
HN


oleObject68.bin

image65.wmf
1

3

4

2

2

=

+

x

y


oleObject69.bin

oleObject70.bin

image66.wmf
E


oleObject71.bin

image67.wmf
P


oleObject72.bin

image4.wmf
1

2

0

2

0

=

+

b

y

y

a

x

x


oleObject73.bin

image68.wmf
2

3

2

1

4

2

3

1

-

=

Þ

=

×

-

+

×

x

y

y

x


oleObject74.bin

oleObject75.bin

oleObject76.bin

image69.wmf
AB


oleObject77.bin

image70.wmf
2

3

2

-

=

x

y


oleObject78.bin

oleObject79.bin

oleObject4.bin

oleObject80.bin

oleObject81.bin

image71.wmf
MN


oleObject82.bin

image72.wmf
AB


oleObject83.bin

image73.wmf
E


oleObject84.bin

image74.wmf
M

E

N

P

,

,

,


oleObject85.bin

oleObject5.bin

image75.wmf
AM

AE

AN

AP

,

,

,


oleObject86.bin

image76.wmf
M


oleObject87.bin

image77.wmf
AP


oleObject88.bin

image78.wmf
AN

AB

,


oleObject89.bin

image79.wmf
H

T

,


oleObject90.bin

oleObject6.bin

image80.wmf
TH

MT

=


oleObject91.bin

image81.wmf
NH


oleObject92.bin

oleObject93.bin

image82.wmf
MAP

Ð


oleObject94.bin

image83.wmf
,

AB


oleObject95.bin

image84.wmf
MAP

Ð


image5.png




oleObject96.bin

image85.wmf
.

AP


oleObject97.bin

image86.wmf
(

)

0

2

1

1

=

-

=

-

+

-

AP

AB

AP

AM

AP

AN

AP

k

k

k

k

k

k

k


oleObject98.bin

image87.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

+

3

2

3

2

1

1

AB

AB

AM

AN

k

k

k

k


oleObject99.bin

image88.wmf
3

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

=

+

=

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

T

T

T

M

H

M

T

H

T

M

M

H

H

AM

AH

y

x

y

x

x

x

y

x

y

x

y

x

y

k

k


oleObject100.bin

image89.wmf
AH

AN

k

k

=


image6.png




oleObject101.bin

image90.wmf
H

N

A

、

、


oleObject102.bin

image91.wmf
HN


oleObject103.bin

oleObject104.bin

image6.wmf
P


oleObject7.bin

image7.wmf
G


oleObject8.bin

oleObject9.bin

oleObject10.bin

image8.wmf
H

G

F

E

,

,

,


oleObject11.bin

image9.wmf
EH


oleObject12.bin

image10.wmf
FG


oleObject13.bin

image11.wmf
N


oleObject14.bin

image12.wmf
EG

FH

,


oleObject15.bin

image13.wmf
M


oleObject16.bin

image14.wmf
MN


oleObject17.bin

oleObject18.bin

image15.png




image16.wmf
ACAD

CBDB

=


oleObject19.bin

image17.wmf
112

ACADAB

+=


oleObject20.bin

image18.jpeg




image19.wmf
112

PAPBPAPDPAPC

kkkkkk

+=

---


oleObject21.bin

image20.wmf
''''''

112

AAA

BDC

+=


oleObject22.bin

image21.wmf
''''''''''''

112

AAA

PBPPPDPPC

+=

-++


oleObject23.bin

oleObject24.bin

image22.wmf
2

:2(0)

Cypxp

=>


oleObject25.bin

image23.wmf
(

)

,0

Dp


oleObject26.bin

image24.wmf
,

MDND


oleObject27.bin

image25.wmf
,

MNAB


oleObject28.bin

image26.wmf
,

ab


oleObject29.bin

image27.wmf
ab

-


oleObject30.bin

image28.wmf
2

:4

Cyx

=


oleObject31.bin

image29.wmf
11223344

(,),(,),(,),(,).

MxyNxyAxyBxy


oleObject32.bin

image30.wmf
(

)

0

xtymm

=+>


oleObject33.bin

oleObject34.bin

image31.wmf
2

440

ytym

--=


oleObject35.bin

image32.wmf
12

4

yym

=-


oleObject36.bin

image33.wmf
12

xxm

=


oleObject37.bin

image34.wmf
12121324132434

11,4,41616

xxxxxxxxxxxxxx

=Þ===Þ=Þ=


oleObject38.bin

image35.wmf
AB


oleObject39.bin

image36.wmf
(4,0)

G


oleObject40.bin

image37.wmf
DPQ


oleObject41.bin

image38.wmf
Q


oleObject42.bin

image1.wmf
:

C


image39.wmf
(

)

2,0

D


oleObject43.bin

image40.wmf
0

0

4202

2

xx

yyxx

+

=Þ+=Þ=-


oleObject44.bin

image41.wmf
PQ


oleObject45.bin

image42.wmf
x


oleObject46.bin

image43.wmf
AB


oleObject47.bin

